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Relevance
Development of an algorithm for controlling a group of aircraft-type 

unmanned aerial vehicles (UAVs).
Aim of research
To improve the efficiency of using UAVs by controlling movement in 

dense group formations.
The objectives of the research project are:
1. Analysis of mathematical models of UAV movement in a group;
2. Synthesis of an algorithm for coordinating autonomous UAVs in a 

group.
Research methods
The principles and methods of system analysis, theories of linear and 

nonlinear automatic control systems, linear algebra, functional analysis, 
and computer modeling.

Results
The algorithm for controlling a group of aircraft-type UAVs is 

distinguished by the fact that it ensures coordination of intra-system 
interactions between group members by transferring a vector of state 
variables to a given area of discrete space in one control cycle.

Original article

Keywords
algorithm, flight control, 
trajectory, safety, 
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actions, synthesis, matrix

Актуальность
Разработка алгоритма управления группой беспилотных летатель-

ных аппаратов (БПЛА) самолетного типа. 
Цель исследования
Повышение эффективности использования БПЛА за счет управле-

ния движением в плотных групповых порядках.
Задачи исследовательского проекта
1. Анализ математических моделей движения БПЛА в группе;
2. Синтез алгоритма координации автономных БПЛА в группе.
Методы исследования
Принципы и методы системного анализа, теорий линейных и нели-

нейных систем автоматического управления, линейной алгебры, функ-
ционального анализа, компьютерного моделирования.

Результаты
Алгоритм управления группой БПЛА самолетного типа отличается 

тем, что он обеспечивает координацию внутрисистемных взаимодей-
ствий между участниками группы за счет перевода вектора перемен-
ных состояния в заданную область дискретного пространства за один 
такт управления.
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Введение
В последнее время интерес к беспи-

лотным летательным аппаратам (БПЛА) 
значительно возрос. Это связано с тем, 
что успехи, достигнутые в разработке 
БПЛА, создают хорошие предпосылки 
для широкого круга их применения, в 
частности для исследования земной 
поверхности, в том числе зон стихийных 
бедствий, мест чрезвычайных ситуаций, 
для обнаружения очагов пожаров, для 
измерения метереологических данных, 
радиационного фона и других факторов, 
а также для обеспечения телекоммуни-
каций, мониторинга трубопроводов и 
линий электропередачи, патрулирования 
границ. Связано это с тем, что БПЛА 
гораздо дешевле пилотируемой авиации, 
более просты в обслуживании, их полет 
может быть намного продолжительнее, 
они также могут работать в темноте, в 
условиях плохой видимости, кроме того, 
они могут применяться в ситуациях, 
угрожающих жизни пилота [1].

Дальнейшее развитие функциональ-
ных возможностей БПЛА привело к соз-
данию дистанционно управляемых ави-
ационных систем, автономно реализую-
щих свое функциональное предназначе-
ние путем формирования и выполнения 
внутренних динамических алгоритмов 
функционального поведения при эпизо-
дическом вмешательстве оператора с 
целью постановки новой задачи для 
групп БПЛА и контроля за их поведе-
нием [2]. Возможности дистанционно 
управляемых авиационных систем в наи-
большей степени соответствуют случаю 
управления группой БПЛА, когда управ-
ляющие воздействия формируются как 
результат коллективного целенаправлен-
ного взаимодействия в интересах реше-
ния общей задачи [3]. Под группой 
БПЛА обычно понимают некоторую 
совокупность летательных аппаратов, 
которые подчиняются определенным 
правилам сбора в группу, способны 

выдерживать свое место в строю на пря-
молинейных и криволинейных участках 
полёта всей группы в целом, реагировать 
на изменения окружающей среды и вза-
имодействовать друг с другом для реше-
ния единой целевой задачи, поставлен-
ной перед группой [4, 5].

Групповое применение летательных 
аппаратов способствует повышению их 
эффективности на различных стадиях 
операции. Причем требования, предъяв-
ляемые к построению группы на отдель-
ных этапах, могут быть различными и 
часто имеют противоречивый характер. 
Это определяет необходимость гибкого 
формирования группы средств в опера-
ции, которое позволяет выбирать пара-
метры пространственно-временного и 
комбинаторного взаимного положения 
элементов, исходя из требований каж-
дого этапа и операции в целом.

С точки зрения пространственно-вре-
менного положения элементов в группе 
последние могут выполнять:

—	 групповой маневр, при котором 
номинальные траектории движения всех 
элементов конгруэнтны;

—	 индивидуальный маневр, при 
котором каждый элемент, независимо от 
других, может менять параметры траек-
тории движения;

—	 смешанный маневр, при котором 
возможно изменение параметров движе-
ния как всей группой средств, так и 
отдельными элементами.

Что касается комбинаторного положе-
ния, то оно характеризует структуру 
построения группы элементов различ-
ных типов, например целевых элементов 
(непосредственно решающих задачу) и 
обеспечивающих элементов. Форми-
рование пространственно-временной 
модели построения группы должно бази-
роваться на учете ограничений по распо-
лагаемой энергетике, маневренным воз-
можностям, взаимной расстановке и т.д.
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На систему управления группой 
БПЛА возлагается задача согласован-
ного управления каждым из них для 
организации движения строем по задан-
ной траектории, которая обеспечивает 
наиболее эффективное достижение цели, 
поставленной перед группой. Система 
управления полётом БПЛА в строю осу-
ществляет контроль правильности удер-
жания траектории каждым летательным 
аппаратом с точностью, обеспечиваю-
щей безопасность в плотных групповых 
порядках. На эту же систему возлагается 
задача межсамолётной навигации и орга-
низации взаимодействия БПЛА по 
информационным каналам с целью опре-
деления взаимных координат.

В данном исследовательском проекте-
рассматривается задача анализа матема-
тических моделей движения БПЛА в 
группе и синтез алгоритма координации 
автономных БПЛА в группе.

Анализ математических моделей 
движения БПЛА в группе
Группа БПЛА, движущихся строем, 

рассматривается как связанная система 
тел со значительным числом степеней 
свободы [6, 7]. Причем количество сте-
пеней возрастает в скоординированной 
системе управления для всего набора 
самолетов. В связи с этим широко 
используется модель относительного 
движения группы БПЛА, согласно кото-
рой в группе выделяют несущее тело 
(носитель) и носимые тела. Головной 
или главный БПЛА действует как носи-
тель, а ведомые летательные аппараты 
играют роль носимых тел. Любой тип 
формации — колонна, фронт,ромб, 
пеленг, клин или смешанная формация 
— может рассматриваться как совокуп-
ность пар: ведущий-ведомый. Следует 
отметить, что при формировании таких 
пар используют два принципа. В одном 
случае привязка ведомого БПЛА осу-
ществляется к идущему впереди. Во вто-

ром все подчиненные БПЛА определяют 
характер своего движения относительно-
ведущего беспилотника. Рассмотрим 
модель, отвечающую за принципы 
построения ведущего беспилотника.

При использовании такой модели 
параметры движения формации зада-
ются направлением движения, скоро-
стью и ускорением ведущего беспилот-
ника. Следовательно, в качестве системы 
координат, в которой должно описы-
ваться относительное движение каждого 
БПЛА группы, необходимо выбрать 
систему координат траектории ведущего 
БПЛА.

Следуя [7], опишем вначале абсолют-
ное движение каждого объекта в составе 
группы из N БПЛА в скоростной системе 
координат с учетом кинематических 
уравнений связи в земной системе коор-
динат:

	 (1)
где Vi — путевые скорости;

θi , ψi — углы наклона траектории и 
курса;

γai — скоростные углы крена;
nxai, nyai — перегрузки в скоростной 

системе координат;
xgi, ygi, zgi — координаты движения 

БПЛА в земной системе координат.
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В системе (1) индекс і = 1 соответ-
ствует ведущему БПЛА, а индексы і ≥ 2 
— ведомым БПЛА. Линеаризация урав-
нений (1) позволяет получить совокуп-
ность линейных уравнений состояния:

здесь  — управляющие 
воздействия, соответственно, положение 
рычага управления двигателем, углы 
отклонения элеронов, рулей высоты и 
направления.

Уравнения относительного движения 
ведомых БПЛА в траекторной системе 
координат ведущего БПЛА можно пред-
ставить в следующем виде:

где  и  — 
соответственно, координаты и относи-
тельные скорости ведомых БПЛА отно-
сительно ведущего в траекторной 
системе координат последнего.

В свою очередь, линеаризация уравне-
ний (3) позволяет получить совокуп-
ность уравнений наблюдения, которые 
задают траекторию движения ведомых 
БПЛА относительно ведущего:

Объединяя уравнения (2), (4) и пере-
ходя к разностной форме записи, сфор-
мируем модель движения группы БПЛА 
в следующем виде:

	 (5)
где x(k) — прямая сумма векторов состо-
яния в записи уравнений (2), размерно-
сти dim x(k) = n; 

g (k) — вектор воздействий на ведо-
мые БПЛА со стороны ведущего, раз-
мерность которого равна dim g(k) = m; 
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y(k) — вектор обобщенных выходных 
координат, характеризующих движение 
всей группы БПЛА с размерностью  
dim x(k) = l.

Характер поведения группы БПЛА, 
который требуется для полета беспилот-
ников, определяется желаемым законом 
изменения вектора выходных координат 
y*(t), который формирует соответствую-
щую траекторию движения системы (5) 
по фазовому многообразию.

Синтез алгоритма координации 
автономных БПЛА в группе
На систему координированного управ-

ления группой БПЛА возлагаются задачи 
по сборке беспилотников в группу и 
последующему синхронному управле-
нию каждым из них для организации 
движения группировки по заданной тра-
ектории, которую формирует ведущий 
БПЛА на основе цели, поставленной 
перед группой. Реализация такого управ-
ления требует формирования команд-
ного уровня управления и организации 
вертикальной (иерархической) коорди-
нации взаимодействующих автономных 
подсистем управления БПЛА, связанных 
друг с другом. В связи с этим система 
координации управления группировкой 
БПЛА будет иметь вид двухуровневой 
иерархической структуры [8]. Нижний 
уровень образован автономными борто-
выми системами управления, предназна-
ченными для стабилизации параметров 
движения центра масс БПЛА по задан-
ной траектории.

Для управления, решающего задачи 
каждой отдельной подсистемы по отно-
шению к задаче верхнего уровня иерар-
хической системы, разработано [9] усло-
вие существования: для координируемо-
сти подсистемы нижнего уровня относи-
тельно решаемой задачи в подсистеме 
верхнего уровня необходимо и доста-
точно, чтобы для каждой подсистемы 
нижнего уровня за заданное количество 

тактов решения задачи самоуправления 
с управляющим воздействием, подавае-
мым в произвольном такте из подси-
стемы верхнего уровня, имелось такое 
локальное управляющеевоздействие, 
чтобы обобщенные показатели функци-
онирования относились к заданной обла-
сти.

Сформулированное условие предус-
матривает, что автономные подсистемы 
управления БПЛА, отрабатывая коорди-
нирующие воздействия, должны обеспе-
чивать движение вектора обобщенных 
выходных координат системы по задан-
ному многообразию. Указанное требова-
ние позволяет выделить в дискретном 
пространстве состояний системы (5) 
соответствующее множество x*(k) значе-
ний вектора переменных состояния:

	  (6)
Случай, когда x(k) ∈ x*(k) означает, 

что движение каждого БПЛА в группе 
обеспечивает требуемый закон движения 
строя летательных аппаратов. Если же 
x(k) ∉ x*(k), то в силу (6) глобальная цель 
не достигается, и в группе происходят 
несогласованные процессы, требующие 
их координации. Расстояние в дискрет-
ном пространстве между фактическими 
x(k) и желаемыми x*(k) значениями пере-
менных состояния определяется мини-
мальной длиной вектора [10]:

	  (7)
Из выражений (6) и (7) следует, что 

для вектора рассогласования ρ(k) спра-
ведлива система уравнений

 
или

	 (8)
Так как матрица C не является ква-

дратной, то для системы (8) не может 
быть получено решение в классическом 
виде   В то же время 
может быть найдено нормальное псевдо-
решение [11], имеющее наименьшую 
евклидову длину среди всех векторов 
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ρ(k), приносящих минимум величине 
.

Оно определяется с помощью псевдо-
обратной матрицы C+ следующим обра-
зом: 

Отметим, что псевдообратной матри-
цей или обобщенной матрицей Мура-
Пенроуза для матрицы A размерности 
nхm является матрица A+ размерности 
mхn, для которой выполняются следую-
щие условия:

1) A+ и A+ A — эрмитовы матрицы, для 
которых справедливы равенства 

 и ;
2) A A+ A = A;	 (9)
3) A+A A+ = A+.
В отношении матрицы С из уравнения 

(8), имеющей размерность lxn, и ранг 
равный 1, справедливы следующие 
утверждения:

1) матрица CTT обратима;
2) псевдообратная матрица C+ опреде-

ляется как
	 (10)

где CT — матрица, транспонированная 
по отношению к матрице C.

Действительно, если  то 
уравнение  имеет нетривиальное 
решение x0. Применяя к равенству 

 известное свойство эквивалент-
ности матричных равенств типа  
и , при этом имея в виду A = I  
и Q = CT, получаем, что . Отсюда 
в силу исходного ранга матрицы C выте-
кает, что x0 = 0. Значит detCCT ≠ 0 и 
матрица CCT обратима.

Второе утверждение (10) проверяется 
прямой проверкой условий (9), опреде-
ляющих псевдообратные матрицы.

Следовательно, наименьшее по 
модулю решение системы (6) находится 
следующим образом:

	 (11)

Координирующее управление g(k) 
будем искать, исходя из условия мини-
мизации ожидаемого расстояния между 
желаемыми и текущими состояниями 
подсистем нижнего уровня управления, 
т.е. 

Действительно, в этом случае:

в силу чего в группе БПЛА будет осу-
ществляться движение обобщенной 
выходной координаты y(k) по желаемому 
фазовому многообразию y'(k) размерно-
сти l.

Следовательно, задачу согласованного 
управления группой БПЛА можно интер-
претировать как задачу обеспечения дви-
жения вектора обобщенных выходных 
координат группы по заданной траекто-
рии в дискретном пространстве состоя-
ний. Заданная траектория должна соот-
ветствовать заданному закону изменения 
желаемой траектории полета, и в каж-
дый дискретный момент подачи управ-
ляющих воздействий может корректиро-
ваться в зависимости от текущей ситуа-
ции.

Полагая, что координирующее управ-
ление использует переменные состояния 
автономных подсистем управления 
БПЛА, определим ожидаемую величину 
вектора ρ(k). С учетом уравнения (11) 
имеем:

	 (12)
Подставив в соответствии с (5) выра-

жение для x(k + 1), получим:

	 (13)
Управление, формируемое координа-

тором, определим из условия попадания 
на желаемую траекторию y*(k + 1) согла-
сованного движения группы БПЛА за 
один такт координирующего управле-
ния. Это требование соответствует  
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предельному случаю условия существо-
вания координирующего управления для 
подсистем нижнего уровня относительно 
задачи, решаемой в подсистеме верхнего 
уровня. Следовательно, ожидаемое рас-
согласование между заданными и теку-
щими состояниями автономных подси-
стем управления БПЛА ρ(k + 1) должно 
равняться нулю, т.е.

	 (14)
Из последнего выражения, с учетом 

(13), следует, что координирующее 
управление g(k) должно удовлетворять 
следующей системе уравнений:

	 (15)
Используя обозначения

	 (16)
запишем систему (15) в виде

	 (17)
Отметим, что для неквадратной 

матрицы P система (17) будет разреши-
мой при выполнении условия:

	  (18)
где P+ — матрица, псевдообратная для P.

В этом случае система уравнений (17) 
имеет следующее решение:

	 (19)
В самом деле, умножая обе части 

уравнения (17) слева на (I − PP+), полу-
чаем:

Так как в силу свойства PP+ P = P для 
псевдообратных матриц имеем:

 
то 		

Отсюда вытекает, что PP+ H = H, и, 
следовательно, выражение (19) является 
решением уравнения (17). 

Покажем теперь, что условие (18) 
выполняется для системы уравнений 
(15). С этой целью найдем вначале псев-
дообратную матрицу для P. При этом 

воспользуемся скелетным разложением 
матрицы P в виде:

P = VW,	  (20)
где  — матрицы 
размерности соответственно l × n, n × m.

Непосредственной подстановкой в 
условия, определяющие псевдообратные 
матрицы, можно показать, что матрица

	  (21)
является псевдообратной к матрице P. 
Здесь матрица W+, по аналогии с (10), 
находится как

	 (22)
Аналогично для матрицы V, имеющей 

размерность l × n и , получаем
	 (23)

Подставим в выражения (22) и (23) 
формулы для V и W, следующие из (20):

и 
Следовательно,

	 (24)
Используя выражение для P+ и фор-

мулу (16) для H, получаем

Следовательно, система (15) имеет 
решение, вид которого с учетом уравне-
ний (19), (16), (24) задается выражением

или, поскольку 
	 (25)

В системе (5), замкнутой координиру-
ющим управлением (25), достигается 
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полное согласование динамических про-
цессов отдельных подсистем. Это нахо-
дит свое выражение в обеспечении дви-
жения обобщенных выходных координат 
y(k) системы, определяющих фактиче-
ский уровень согласования состояний 
подсистем, по желаемой траектории 
y*(k). Действительно, подставляя урав-
нение (25) в систему (5), имеем

Отсюда:

Таким образом, с помощью предло-
женного метода синтезируется коорди-
нирующее управление, обеспечивающее 
согласованное управление БПЛА в 
группе с целью достижения заданной 
траектории движения. Подход к синтезу 
прямого цифрового управления, лежа-

щий в основе алгоритма функциониро-
вания координатора, использует специ-
фику дискретного пространства состоя-
ний и предполагает минимизацию ожи-
даемого расстояния между текущим 
набором состояний и областью дискрет-
ного пространства, заданной особым 
способом [12, 13].

Выводы
В представленной работе рассмотрена 

задача повышения эффективности исполь- 
зования БПЛА за счет управления движе-
нием в плотных групповых порядках. 

Для достижения цели использован 
алгоритм управления группой БПЛА 
самолетного типа, который отличается 
тем, что он обеспечивает координацию 
внутрисистемных взаимодействий 
между участниками группы за счет пере-
вода вектора переменных состояния в 
заданную область дискретного про-
странства за один такт управления.
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